Lineare Algebra und Analytische Geometrie I* Ubungsblatt 1
HU Berlin, Prof. Dr. T. Kréamer Abgabe: 28.10.2024

Geben Sie Thre Losungen zu den Aufgaben in Gruppen von bis zu 4 Personen ab
wie auf moodle beschrieben. Alle Antworten sind sorgfiltig zu begriinden.

Aufgabe 1.1 (10 Punkte).
(a) Seien A, B variable Aussagen.

(1) Finden Sie die Wahrheitstafel der Aussage =(A A B) = —~(A = B).
(2) Fiir wieviele Pfeile ist (--- ((A= A) = A)--- = A) eine Tautologie?

(b) Beweisen Sie per Induktion fiir alle n € N die Formeln

= d ok k= 9"t (n—1)+2.
;k(kﬂ) nt1 M ; (n=1)+

Aufgabe 1.2 (10 Punkte). Zeigen Sie, dass fiir Abbildungen f : M — N folgende
drei Aussagen dquivalent sind:

(a) f ist injektiv,
(b) fir alle A, B C M ist f(AN B) = f(A)N f(B),
(c) firalle ACBC Mist f(B\A)=f(B)\ f(A).

Aufgabe 1.3 (10 Punkte). Untersuchen Sie folgende Abbildungen auf Injektivitét,
Surjektivitdt und Bijektivitdt. Geben Sie ein Rechts- bzw. Linksinverses an, falls
ein solches existiert:

(a) f: N=Z, o 2?42,

(b) f: R® =R, (z,y) —2®—y?

(¢) f: R? 5 R3 (z,9) — (2z,3y,z + ),
(d) f: ZxN—=Q, (a,b) — a/b,

(e) f:1[0,1]=1[0,1], z = (1 —2)/(1 + x).



Zusatzaufgaben

Die folgenden Aufgaben sind nicht schriftlich abzugeben, sondern zur Diskussion in
den Ubungsgruppen bestimmt.

Aufgabe 1.4 (keine Abgabe). Ein Rezept aus den Logeleien von Zweistein: Man
nehme

(a) Thymian und dazu von Majoran und Salbei mindestens ein Gewiirz,

(b) sowohl Salbei als auch Majoran,
(c¢) sowohl Oregano als auch Chili,
(d) weder Salbei noch Thymian, und von Oregano und Chili maximal eines,
(e) weder Oregano noch Majoran,
(f) weder Chili noch Salbei.

Der Koch befolgt keine dieser Vorschriften. Welche Gewiirze verwendet er?

Aufgabe 1.5 (keine Abgabe). Gibt es eine in- bzw. sur- bzw. bijektive Abbildung f
zwischen den angegebenen Mengen? Finden Sie jeweils ein Beispiel oder beweisen
Sie, dass es keine solchen Beispiele gibt.

a) f[:N—=Z,

N — Q,

(c
d

(a)
(b) f:
) f:N=R,

d) f:0,1]]={ze€R|[0<z<1}>[0,1)={zrecR|0<z <1},
(e) f:X — P(X) fiir eine Menge X mit Potenzmenge P(X).

Aufgabe 1.6 (keine Abgabe). Mehrere Widerstande vom gleichen Wert R seien zu
folgenden zwei Schaltungen verlotet:

Wir legen zwischen A und B eine Spannung U an. Welche Strome flieflen?
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Geben Sie Thre Losungen zu den Aufgaben in Gruppen von bis zu 4 Personen ab
wie auf moodle beschrieben. Alle Antworten sind sorgfiltig zu begriinden.

Aufgabe 2.1 (10 Punkte).

(a) Zeigen Sie, dass eine reflexive Relation ~ auf einer nicht-leeren Menge M
genau dann eine Aquivalenzrelation ist, wenn sie die folgende Eigenschaft
besitzt:

Va,b,ce M: (a~b)A(a~c) = (b~c)

(b) Sei M ={1,2,3,4,5,6}. Finden Sie die kleinste Teilmenge R C M x M, fiir
die gilt:

e Esist (1,2),(1,3),(4,5) € R, und

o RC M x M ist eine Aquivalenzrelation.

Aufgabe 2.2 (10 Punkte).

(a) Zeigen Sie, dass die Menge G := {(a,b) € R? | a # 0} abgeschlossen ist unter
der Verkniipfung

(a1,b1) * (az,b2) = (araz, aibs +b1)
und dass (G, ) eine Gruppe bildet. Ist diese Gruppe abelsch?

(b) Fir welche g € G gibt es ein n € N, sodass g™ das neutrale Element ist?

Aufgabe 2.3 (10 Punkte).

(a) Zeigen Sie: Eine Gruppe G ist genau dann abelsch, wenn G — G,a — a~!
ein Homomorphismus von Gruppen ist.

(b) Sei f: G — H ein Homomorphismus von Gruppen. Priifen Sie nach, dass fiir
alle Untergruppen A C G und B C H gilt:

f(A) = {f(a) e H|a€ A} ist eine Untergruppe von H,
fYB) = {geG|f(g) € B} isteine Untergruppe von G.
Beantworten Sie jeweils mit einem Beweis oder Gegenbeispiel:

e Ist fiir jede abelsche Untergruppe A C G das Bild f(A) abelsch?
e Ist fiir jede abelsche Untergruppe B C H das Urbild f~!(B) abelsch?



Zusatzaufgaben

Die folgenden Aufgaben sind nicht schriftlich abzugeben, sondern zur Diskussion in
den Ubungsgruppen bestimmt.

Aufgabe 2.4 (keine Abgabe). Gegeben seien folgende Relationen:

(a) Die Relation a ~ b < |a —b| < 1 auf der Menge M = R.

(b) Die Relation a ~ b < 3Im,n € Z: a —b = 5*5 auf der Menge M = Q.

(¢) Die Relation a ~ b < a(1) = b(1) auf der Menge M = Abb(R,R). Hier setzen
i Abb(A,B) = {Abbildungen f:A— B} fiir Mengen A, B.

(d) Die Relation a ~ b < Jx € R: a(z) = b(x) auf der Menge M = Abb(R, R).

(e) Die Relation a ~ b < lim,_,(a(n) —b(n)) = 0 auf M = Abb(N, Q).

Welche dieser Relationen sind Aquivalenzrelationen?

Aufgabe 2.5 (keine Abgabe).
(a) Stellen Sie die Verkniipfungstafeln der Diedergruppen D3 und Dy auf.

(b) Zeigen Sie, dass die Diedergruppen D, fiir n > 3 nicht abelsch sind.

Aufgabe 2.6 (keine Abgabe). Sei G eine Gruppe.

(a) Zeigen Sie, dass die Potenzmenge P(G) ein Monoid ist beziiglich

«: PG)xP(G) — P(G), AxB = {abeG|acAbeB).

(b) Welche Elemente dieses Monoids sind invertierbar?
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Bitte geben Sie Thre Losungen in Gruppen von bis zu 4 Personen ab wie auf moodle
beschrieben. Alle Antworten sind sorgféltig zu begriinden.

Aufgabe 3.1 (10 Punkte).
(a) Zeigen Sie, dass fiir alle Gruppen G; und G2 das Produkt G X G2 eine Gruppe
ist mit

(al,aQ) . (bl,bg) = (albl,Gng) fir al,bl € Gl und a27b2 S GQ.

(b) Welche der folgenden vier Gruppen
7.]27. x 7./]2Z., 747, 7/27 x 7./37 und Z/6Z

sind zueinander isomorph? Geben Sie jeweils einen Isomorphismus an oder
begriinden Sie, warum es keinen solchen Isomorphismus geben kann.

Aufgabe 3.2 (10 Punkte).

(a) Sei m € N keine Quadratzahl. Zeigen Sie, dass die Menge
G = {a+bymecR|(a,b) € Q% und (a,b) # (0,0)}
eine Gruppe bildet mit der Verkniipfung
(@ +bym) - (c+dym) = (ac+ mbd) + (ad + be)/m.
(b) Finden Sie a,b € Q mit
a+bV/3 = (1-v3)7!

Aufgabe 3.3 (10 Punkte). Unter einem Automorphismus einer Gruppe G versteht
man einen Isomorphismus der Gruppe auf sich. Sei Aut(G) die Menge aller solcher
Automorphismen. Zeigen Sie:

(a) Aut(G) ist eine Untergruppe von Sym(G) = {bijektive Abbildungen G — G}
beziiglich der durch Verkettung von Abbildungen gegebenen Verkniipfung.

(b) Fiir alle g € G ist die Abbildung ¢, : G — G, h — ghg~' ein Automorphismus,
und
v: G — Aut(G), g — ¢4 ist ein Homomorphismus.



Zusatzaufgaben

Die folgenden Aufgaben sind nicht zur schriftlichen Abgabe gedacht, kénnen aber
in den Ubungsgruppen besprochen werden.

Aufgabe 3.4 (keine Abgabe). Sei G eine Gruppe.

(a) Zeigen Sie: Fiir jedes g € G ist (g) := {¢* € G | k € Z} C G eine Untergruppe
der Ordnung

00 falls g™ # e fiir alle n € N,

min{n € N| ¢” =e} sonst.

ord(g) := {

(b) Bestimmen Sie ord(g) fur alle g € G im Fall G = (Z/15Z, +).
(c) Wir nennen G zyklisch, wenn G = (g) fiir ein g € G ist. Zeigen Sie:

e Jede zyklische Gruppe ist isomorph zu (Z/nZ,+) fiir genau ein n € Ny.
e Jede endliche Gruppe von Primzahlordnung ist zyklisch.

Aufgabe 3.5 (keine Abgabe). Gegeben sei die Diedergruppe D3 = {id, 51, s2, 83,7, 7%}.
(a) Sei K = (s1) C D3. Berechnen Sie

e die Rechtsnebenklassen Kb = {zb |z € K} fiir alle b € D3,
e die Linksnebenklassen aK = {az | x € K} fir alle a € Ds.

(b) Gibt es eine Gruppe G und einen Homomorphismus

f: D3 — G mit K = ker(f)?
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Bitte geben Sie Thre Losungen in Gruppen von bis zu 4 Personen ab wie auf moodle
beschrieben. Alle Antworten sind sorgféltig zu begriinden.

Aufgabe 4.1 (10 Punkte).
(a) Zeigen Sie, dass die Menge
Z[i) :={a+bieC|abeZ}
einen Ring beziiglich der Addition und Multiplikation komplexer Zahlen bildet.

(b) Bestimmen Sie alle Ringhomomorphismen

f:Z[i — C, g: Zli] — R, h: Z[i{] — Z/10Z.

Aufgabe 4.2 (10 Punkte).

(a) Folgern Sie aus den Additionstheorem fiir sin und cos die Formel

(cos(a) + isin(oz))n = cos(na) +isin(na) fira € R, neN.

(b) Berechnen Sie (1 + )™ + (1 —4)™ fiir alle n € N.

Aufgabe 4.3 (10 Punkte).

(a) Ein Roboterarm bestehe aus Segmenten der Lénge 1, von denen jedes den
Winkel a zum vorigen bilde wie in der folgenden Skizze in der komplexen
Ebene angedeutet. Das erste Segment beginne im Nullpunkt und ende im
Punkt ag = 1. Zeigen Sie, dass der Endpunkt des (n+1)-ten Gelenks gegeben

ist durch
1—utt . ;
ap, = ——— mit u := ' € C.
1—u

(b) Berechnen Sie fiir n = 10 und o = 7/6 den Imaginérteil Im(ay, ).




Zusatzaufgaben

Die folgenden Aufgaben sind nicht zur schriftlichen Abgabe gedacht, kénnen aber
in den Ubungsgruppen besprochen werden.

Aufgabe 4.4 (keine Abgabe).
(a) Schreiben Sie die komplexen Zahlen

1 q 3—1
z = und w = ——
1—1 1—2¢

ihr multiplikatives Inverses und ihr Quadrat in der Form x + iy mit x,y € R.

(b) Skizzieren Sie die folgenden Teilmengen der komplexen Ebene:

A = {zeC|z=1iz},
B = {zeC | |z><2Im(z)},
C = {zeC|Im(z*) =1}

(c) Beweisen Sie die sog. Parallelogramm-Gleichung
|2 +Jw® = gle+w® + 3|z - wf?

fiir alle z,w € C. Was bedeutet diese Gleichung geometrisch?

Aufgabe 4.5 (keine Abgabe).

(a) Bis 2007 wurden fiir Biicher die ISBN-10 benutzt. Diese bestehen aus neun
Ziffern aq,...,a9 € {0,1,...,9} und einer Priifziffer p € {0,1,...,9, X}. Die
Priifziffer dient zur Fehlerkontrolle und ergibt sich aus

p = a1+ 2a2 + 3az + -+ 9ag mod 11
wobei X fiir 10 steht. Zeigen Sie, dass die Priifziffer folgende Fehler erkennt:

e Anderung einer Ziffer a; unter Beibehaltung der iibrigen Ziffern.

e Vertauschung zweier Ziffern a; # a; ohne Anderung der iibrigen.

(b) Die heutigen ISBN-13 haben Ziffern aq,...,a135 € {0,1,...,9}, mit a13 als
Priifziffer und

a1 +3as+asz+3a4+ -+ a1 +3a12 +a13 = O(mod 10).

Welche Fehler des vorigen Typs werden von dieser Priifziffer noch erkannt?
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Bitte geben Sie Thre Losungen in Gruppen von bis zu 4 Personen ab wie auf moodle
beschrieben. Alle Antworten sind sorgféltig zu begriinden.

Aufgabe 5.1 (10 Punkte). Sei K ein Korper und
v: K] — Abb(K,K), f — (a+— f(a))
die Abbildung, die einem Polynom seine Polynomfunktion zuordnet. Zeigen Sie:
(a) Hat K unendlich viele Elemente, dann ist ¢ injektiv, aber nicht surjektiv.

(b) Ist K ein endlicher Korper, dann ist ¢ surjektiv, aber nicht injektiv.

Aufgabe 5.2 (10 Punkte). Welche der folgenden Teilmengen Uy, ...,Us C R? sind
Untervektorraume beziiglich der komponentenweisen Vektorraumstruktur?

Ulz{(§>eR3|x:y:2z}, U4:{(§)6R3|zy=220},
z a®+1
U2={<y>€R3|3x+y=1}7 U5:{<b3_1)eR3|a,beR},
z a3+b3
- a3+1
Us={(1) eR*|z+y >0}, Uaz{(bS—z)a,beR}
2 PENRE

Aufgabe 5.3 (10 Punkte). Gegeben seien die Vektoren

1 1 —1 ~1 3
b ()= ()= (B - () e
2 1 2 3
(a) Fiir welche k € {1,2,3,4} ist vy € (v1, v2)r?

(b) Priifen Sie direkt anhand der Definition nach, fir welche k& € {1,2,3,4} die
Vektoren vy, vg, vy ein linear unabhéngiges System bilden.



Zusatzaufgaben

Die folgenden Aufgaben sind nicht zur schriftlichen Abgabe gedacht, kénnen aber
in den Ubungsgruppen besprochen werden.

Aufgabe 5.4 (keine Abgabe). Sei K ein Korper.

(a) Sei f =ana™ 4+ -+ a1z + ap € K[x] ein Polynom, und Ay, ..., A\, € K seien
paarweise verschiedene Nullstellen desselben. Zeigen Sie

ap = ()" -an- H)\i und ap_1 = —an - Z)‘i'
i=1 Pl

(b) Bestimmen Sie fiir das Polynom g = 2° + 2% — 223 — 222 + 2 +1 € K[x] mittels
Polynomdivision alle Nullstellen und ihre Vielfachheiten.

Hinweis: Hier sind alle Nullstellen ganze Zahlen.
(¢) Sei h € K[z] ein Polynom vom Grad n > 0.

e Zeigen Sie, dass h hochstens n verschiedene Nullstellen in K haben kann.

e Folgern Sie, dass das Polynom h durch seine Werte an je n+ 1 paarweise
verschiedenen Stellen bereits eindeutig bestimmt ist.

Aufgabe 5.5 (keine Abgabe). Sei K ein Korper.

(a) Sei K ein Korper und X eine Menge. Priifen Sie nach, dass V = Abb(X, K)
einen Vektorraum iiber dem Kérper K bildet mit der punktweisen Addition
und Skalarmultiplikation

(f+9)(=) = fz)+g(x)
(- fllz) = a-(f(z) fir f,g € V und a € K.

(b) Seinun K =R und V = Abb(N,R) der Vektorraum der Folgen reeller Zahlen
mit der gliedweisen Addition und Skalarmultiplikation. Welche der folgenden
Teilmengen sind R-Untervektorraume?

o Uy = {(an)men €V | Ic € RV €N : |a,| < ¢},
¢ = {(an)neny € V | Ing € NV¥n > ng : a,, = 0},

. ={(an)nen €V |Vn € N:apt2 = ant1 + an},

(an)

(an)

(an)
. ={(an)nen €V |Vn € N: apyo = apny1 + 1},
o Us = {(an)nen €V | Ik ENVR EN: pyp = an},
(an)

° {annENGV‘VnENHkENZCLn+k:an}.
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Bitte geben Sie Ihre Losungen in Gruppen von bis zu 4 Personen ab wie auf moodle
beschrieben. Alle Antworten sind sorgfiltig zu begriinden.

Aufgabe 6.1 (10 Punkte).

(a) Bestimmen Sie die Dimension der folgenden Untervektorraume:

((3)- (D). (1)), e &
()0 (1)1, ==

(b) Geben Sie falls moglich ein u € R? mit u ¢ U und ein v € R* mit v ¢ V an.

U

v

Aufgabe 6.2 (10 Punkte). Sei K ein Kérper und n > 3. Fiir ¢ = 1,...,n betrachte

man die Vektoren )

e K"

S
S
Il
o

1
mit einer Null an der i-ten Stelle und Einsen an allen iibrigen Stellen.

(a) Berechnen Sie die Dimension der linearen Hiille (vy,...,v,)k fiir K = R.

(b) Was dndert sich, wenn Sie stattdessen K = Z/pZ fiir eine Primzahl p wihlen?

Aufgabe 6.3 (10 Punkte).
(a) Zeigen Sie, dass die Teilmenge
U = {PeR[z]|deg(P) <3und P(0) = P(3) =0} C R[z]
ein R-Untervektorraum ist, und bestimmen Sie seine Dimension dimg(U).

(b) Sei V.= Abb(R,R) der Vektorraum aller Funktionen f : R — R mit der
punktweisen Addition und Skalarmultiplikation. Er enthélt beispielsweise die
Sinusfunktion, die Cosinusfunktion und die Exponentialfunktion. Bestimmen
Sie die Dimension der Untervektorrdume

U
Uz

<sin, exp>]R c v

<f, sin, cos >R cv

wobei f € V die Funktion f: R — R,z + sin(zx 4+ 7/4) bezeichne.



Zusatzaufgaben

Die folgenden Aufgaben sind nicht zur schriftlichen Abgabe gedacht, kénnen aber
in den Ubungsgruppen besprochen werden.

Aufgabe 6.4 (keine Abgabe). Sei K ein Kérper. Betrachten Siein V = K™ fiirn > 3
die folgenden Untervektorraume:

U = {(a1,-..,an) € K" a1+ +a,=0},
Uy = {(a1,...;an) EK" a1 =---=ay}.
(a) Berechnen Sie dimg (Uy), dimg (Uz) und dimg (Uy N Uz) im Fall K = R.

(b) Was dndert sich, wenn Sie stattdessen K = Z/pZ fiir eine Primzahl p wihlen?

Aufgabe 6.5 (keine Abgabe).
(a) Priifen Sie nach, dass die Menge
V = {f:R — Rstetig mit f(z+27) = f(z) firallez € R }

ein R-Vektorraum mit der punktweisen Addition und Skalarmultiplikation ist.

(b) Fiir i € N seien v; € V' definiert durch
oilz) = { cos(nz) fir i = 2n — 1 ungerade
sin(nz) fir i = 2n gerade
Zeigen Sie, dass das System (v;);en linear unabhéngig ist. Tipp:

- Angenommen, es wire a1v1 + - - - + axvr = 0 mit «; € R nicht alle Null.
- Zeigen Sie zuerst, dass «; # 0 fiir mindestens drei Indices ¢ sein miifte.

- Betrachten Sie dann die durch zweimaliges Ableiten erhaltene Gleichung,
und addieren Sie ein Vielfaches der urspriinglichen Gleichung hinzu, um
die Anzahl der Koeffizienten «; # 0 zu verringern.

(c) Ist (v;)ien ein Erzeugendensystem des R-Vektorraumes V'?
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Bitte geben Sie Thre Losungen in Gruppen von bis zu 4 Personen ab wie auf moodle
beschrieben. Alle Antworten sind sorgféltig zu begriinden.

Aufgabe 7.1 (10 Punkte). Es seien folgende Vektoren in R? gegeben:

o (1) o (1) o (1) o= () ()

(a) Zeigen Sie, dass die Vektoren vy, vs, v3 eine Basis von R3 bilden.
(b) Zeigen Sie, dass die Vektoren wuq,us linear unabhéingig tiber R sind.

(c) Bestimmen Sie ein j € {1,2,3}, sodass uj,uz,v; eine Basis von R? bilden.

Aufgabe 7.2 (10 Punkte). In V = R* seien die Untervektorriume
U, = {(scl,...,a:4) eV |z +x2+x3=xg+x3—|—x420},
Uy = {(xl,...,:z:4) €V |2z —xo = 3+ 314 :O},
gegeben (dass dies Untervektorrdume sind, miissen Sie hier nicht mehr zeigen).
(a) Bestimmen Sie eine Basis von Uy N Us.

(b) Ergénzen Sie diese zu Basen von Uy, Us und U; + Us.

Aufgabe 7.3 (10 Punkte). Sei V ein K-Vektorraum und n = dim(V) < co.

(a) Sei H CV ein Unterraum mit dim(H) =n — 1, und sei U C V ein beliebiger
Unterraum. Zeigen Sie

dim(U N H) > dim(U) - 1.

(b) Sei k < n. Firi=1,...,k seien Unterrdume H; C V mit dim(H;) =n — 1
gegeben. Zeigen Sie

dim(H, N---NH) > n— k.

(c) Zeigen Sie, dass jeder Unterraum U C V der Dimension dim(U) = n — k sich
schreiben ldsst als
U=Hn---NH

wobei die H; C V geeignete Unterrdume der Dimension dim(H;) = n—1 sind.



Zusatzaufgaben

Die folgenden Aufgaben sind nicht zur schriftlichen Abgabe gedacht, kénnen aber
in den Ubungsgruppen besprochen werden.

Aufgabe 7.4 (keine Abgabe). Sei V ein Vektorraum tiber einem Korper K.

(a) Zeigen Sie (U1NUs) + (U2NUs) C (Uy+Uz)NUs fiir alle Unterrdume U; C V.
(b) Folgern Sie mit der Dimensionformel im Fall dim(V') < oo:
dim(U; + U2+ U3) < dim(U;y) + dim(Uz) 4+ dim(Us)
—dim(Uy NUy) — dim(U; N Us) — dim(Us N Us)
+dim(Uy N U N Us).
(¢) Finden Sie in V = K? Unterriume U; C V mit dim(U;) = 2, sodass gilt:
e U;NU; NU, = {0} fiir alle ¢ < j < k, aber

o dim(Uy + Uy +Us +Us) > iy dim(U;) — 3, dim(U; N Uj),

Aufgabe 7.5 (keine Abgabe).

(a) Sei K ein Korper mit unendlich vielen Elementen. Sei V' ein K-Vektorraum
endlicher Dimension, und es seien Uy,...,U,, C V Unterrdume gegebener
Dimension d. Zeigen Sie wie folgt, dass es dann einen Unterraum W C V' gibt
mit V=U,@W firallei € {1,...,m}:

1) Wéhlen Sie ein w € V mit w ¢ |J;~, U;.
2) Per Induktion gebe es ein W/ CV mit V = (U; + (w)) @ W’ fiir alle 1.

3) Folgern Sie, dass W := W’ + (w) die gewlinschte Eigenschaft hat.

(b) Bleibt diese Aussage auch fiir endliche Kérper K richtig?
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Bitte geben Sie Ihre Losungen in Gruppen von bis zu 4 Personen ab wie auf moodle
beschrieben. Alle Antworten sind sorgfiltig zu begriinden.

Aufgabe 8.1 (10 Punkte).

(a) Aus der Vorlesung wissen wir, dass K = {a + bv/2 | a,b € Q} ein Korper
beziiglich der Addition und Multiplikation reeller Zahlen ist; das miissen Sie
hier nicht mehr zeigen. Ist

f: K — K, a+b/2 — a—bV2
eine K-lineare Abbildung? Ist f eine Q-lineare Abbildung?

(b) Seien V und W Vektorrdume tiber einem Korper K. Zeigen Sie, dass folgende
Eigenschaften fiir Abbildungen f: V — W &quivalent zueinander sind:

(1) Die Abbildung f ist K-linear.
(2) {(v,fv)) eVeW|veV}CVa®W ist ein K-Untervektorraum.

Aufgabe 8.2 (10 Punkte).
(a) Sind die drei Vektoren

1 1 1
u:(l), v:(i), wz(—i) e C3
1 i —i
linear unabhéngig tiber K = C? Sind sie linear unabhéngig tiber K = R?

(b) Fiir welche ¢ € C gibt es eine C-lineare Abbildung f: C* — C, die auf diesen
Vektoren die Werte

fw) = flv) =1 wd flw) =c

annimmt? Fiir welche ¢ € C gibt es eine R-lineare solche Abbildung?

Aufgabe 8.3 (10 Punkte).

(a) Berechnen Sie alle méglichen Matrixprodukte A; - A; fiir folgende Matrizen:

1
A1:<(1) X g) A= 2], A3:<§ g) ud Ay =(1 2 3).
3
(b) Sei
(1 O) (cosoz sina)
A = und R, = .
0 1 sin «v COoS (v

fiir o € R. Berechnen Sie die Matrix M, = R_, - A - R, und vereinfachen Sie
mit den Additionstheoremen. Was bedeutet Thr Resultat geometrisch?



Zusatzaufgaben

Die folgenden Aufgaben sind nicht zur schriftlichen Abgabe gedacht, kénnen aber
in den Ubungsgruppen besprochen werden.

Aufgabe 8.4 (keine Abgabe). Fiir n € N sei
Vi = {f€RIf|deg(f) <n} C R

der Vektorraum aller Polynome vom Grad < n, mit der Basis B,, = (1,t,t%,...,t").

(a) Uberlegen Sie sich, dass die Ableitung eine lineare Abbildung

D: Vo — Vur, [ f
definiert, und bestimmen Sie die zugehérige Abbildungsmatrix Mg, , 5, (D).
(b) Finden Sie eine lineare Abbildung
I: V,.1 — V, mit Dol = id.

Ist I eindeutig bestimmt? Wie sieht die zugehorige Abbildungsmatrix aus?

Aufgabe 8.5 (keine Abgabe). Zeigen Sie:
(a) Der K-Vektorraum aller endlichen Folgen
vV = {(ai)ieN € KN | a; = 0 fiir fast alle z}
besitzt eine abzahlbare Basis iiber K.
(b) Sein Dualraum ist der Vektorraum V* = K aller Folgen.
(c) Dieser Folgenraum KM hat keine abzihlbare Basis.

Tipp: Fiir je abzihlbar viele Folgen f; = (aij)ien € K konstruiere man durch
Betrachten von immer mehr Anfangsgliedern rekursiv eine Folge f € KN mit
der Eigenschaft f ¢ (f1,..., fn) fir alle n € N.



Weihnachtsritsel (10 Bonuspunkte) Abgabe freiwillig bis 06.01.2025

Alice sendet Bob eine Postkarte mit dem Text

0 8 3 15
A= |8 14 17 5
7 3 20 23

und behauptet, dass diese Matrix eine Botschaft enthalte. Um sie zu entschliisseln,
soll Bob die Matrixeintridge als Elemente des Korpers K = 7Z/297Z lesen und die
lineare Abbildung

f: K* — K? mit f(v) == A-v
in geeigneten Basen betrachten. Helfen Sie ihm dabei in folgenden Schritten:

(a) Zeigen Sie, dass die Vektoren

v = Vo =

W = DN =
=0 N
NN = O
[
Ny
|
DN o~ W

eine Basis B = (v1, v2, v3,v4) des Vektorraumes V = K* bilden.

Wie lautet die Basiswechselmatrix S € GL4(K) mit S - e; = v; fiir alle 57
(b) Zeigen Sie, dass die Vektoren

1 0 0
w; = |0 , W2 = 2 , W3 = 0
0 0 3

eine Basis C = (w1, ws, w3) des Vektorraumes W = K3 bilden.
Wie lautet die Basiswechselmatrix T € GL3(K) mit T - w; = e; fiir alle 7

(¢) Berechnen Sie die Abbildungsmatrix M = Mpc(f).

Ersetzen Sie dann in der Matrix M die Eintrage aus K = {0,1,...,28} durch
Buchstaben laut folgender Tabelle, wobei die Null fiir ein Leerzeichen steht:

1 2 3 4 5 6 7 &8 9 10 11 12 13 14 15
A B CDFEVF G H I J K L M N O

16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 O
P Q R S T U VvV W XY Z2 . |

Wie lautet somit die Botschaft von Alice?
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Bitte geben Sie Thre Losungen in Gruppen von bis zu 4 Personen ab wie auf moodle
beschrieben. Alle Antworten sind sorgféltig zu begriinden.

In den folgenden Aufgaben sei K ein Korper.
Aufgabe 9.1 (10 Punkte). Wenn AB = BA fiir zwei quadratische Matrizen A, B gilt,
sagen wir, dass die Matrizen miteinander kommutieren. Welche A € Mat(2 x 2, K)

kommutieren mit

(a) allen Matrizen B € Mat(2 x 2, K)?

(b) allen Dreiecksmatrizen

B = (b“ 0 ) € Mat(2 x 2, K)?
bor  bao

(c) allen solchen Dreiecksmatrizen mit Diagonaleintrigen b1q = bog = 17

Aufgabe 9.2 (10 Punkte). Sei V ein K-Vektorraum endlicher Dimension m = dimg (V)
und

W1 = {f S EndK(V) | f|U = 0}
Wa = {f S EndK(V) | 1m(f) - U}

fiir einen Untervektorraum U C V' der Dimension n = dimg (U). Berechnen Sie die
Dimensionen

dimK(Wl), dimK(Wg), dimK(WlmWQ) und dimK(W1+W2).

Aufgabe 9.3 (10 Punkte).

(a) Bestimmen Sie Basen von ker(f) und im(f) fiir die lineare Abbildung
f:R3—>R4a f(ﬂfvyvz):(334'273!—%2"'2/7374'3/)

(b) Finden Sie abhiingig von 3 € R alle Lésungen x € R® des LGS Ax = b mit

€ Mat(4 x5,R), b

W NN =

W = W N

N = N =

EN QNS IV

)
Il

—_ o o™



Zusatzaufgaben

Die folgenden Aufgaben sind nicht zur schriftlichen Abgabe gedacht, kénnen aber
in den Ubungsgruppen besprochen werden.

Aufgabe 9.4 (keine Abgabe). Zeigen Sie, dass die Teilmenge

K = { <Z _Z> ‘a,beR} C Mat(2 x 2,R)

beziiglich der Addition und Multiplikation von Matrizen einen Korper bildet und
dass dieser Korper isomorph ist zum Korper der komplexen Zahlen C.

Aufgabe 9.5 (keine Abgabe). Sei V ein Vektorraum {iber K. Zeigen Sie:

(a) Fiir jeden Untervektorraum W C V ist die Teilmenge

Wt = {feV*|flw=0} C V* ein Untervektorraum.
(b) Falls V endlich erzeugt ist, gilt die Formel dimg W+ = dimgV —dimg W und

der kanonische Isomorphismus ¢: V' — V** schrankt sich in diesem Fall ein
zu einem Isomorphismus

v WS Wt

(c) Sei nun K = R, und sei W = (w1, ws, w3)g € V = R® der Untervektorraum
aufgespannt von

0 4

5 0

, W2 = 1 , W3 = 1
-1 1

3 -2

g
S
|
W s = W N

Bestimmen Sie eine Basis fiir W+ und eine Matrix A mit W = ker(A).
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Bitte geben Sie Thre Losungen in Gruppen von bis zu 4 Personen ab wie auf moodle
beschrieben. Alle Antworten sind sorgféltig zu begriinden.

Aufgabe 10.1 (10 Punkte). Der Rang eines Homomorphismus f € Homg (V, W) von
Vektorrdumen ist definiert als die Dimension rk(f) := dimg (im(f)). Zeigen Sie,
dass fiir alle Homomorphismen

(R R A

endlich erzeugter Vektorrdume gilt: rk(g) —rk(go f) > rk(hog) —rk(hogo f).

Aufgabe 10.2 (10 Punkte). Sei V = Mat(2 x 2,R), und sei C' € Mat(2 x 2,R).
(a) Zeigen Sie, dass die Abbildung m¢ : V — V, A+ C - A linear ist.
(b) Berechnen Sie den Rang rk(m¢) = dimg (im(m¢)) in Abhéngigkeit von rk(C).

(c) Zeigen Sie

V = im(m¢) @ ker(me) fir C = (1 1)

Aufgabe 10.3 (10 Punkte). Sei V ein K-Vektorraum, und es seien P,Q € Endg (V)
zwei Projektoren. Zeigen Sie:

(a) Esist idy — P ein Projektor mit ker(P) = im(idy — P).
(b) Im Fall Qo P =P o @ sind auch Po @ und R =P + Q — P o Q Projektoren

mit

(P o Q)
ker(P o Q)

im(P) Nim(Q), im(R) = im(P) + im(Q),
ker(P) + ker(Q), ker(R) ker(P) Nker(Q).

Zur Erinnerung. Wir nennen P € Endg (V) einen Projektor, wenn P o P = P ist.



Zusatzaufgaben

Die folgenden Aufgaben sind nicht zur schriftlichen Abgabe gedacht, kénnen aber
in den Ubungsgruppen besprochen werden.

Aufgabe 10.4 (keine Abgabe). Sei f: R3 — R? die Multiplikation mit der Matrix

2 1 3
M= (4 -2 6) '
(a) Finden Sie Basen B = (v1,v2,v3) von R3 und C = (wy,ws) von R? mit der
Eigenschaft

Osxr Os><15

Mgpe(f) = (lrw Or”) mit r = rk(f).

(b) Bestimmen Sie fiir w € im(f) eine Parametrisierung der Faser f~!(w).

(c) Zeigen Sie, dass diese Faser die Gerade (v;)g in genau einem Punkt schneidet.

Aufgabe 10.5 (keine Abgabe). Sei V' ein komplexer Vektorraum und A € End¢(V)

mit
A" = Ao---0A = idy
—_—

n-mal

fiir ein n € N. Fir 0 < j < n setzen wir

n—1
1 —J : mi/n
Pj = E};}C IkAR ¢ Ende(V) mit ¢ = 2™/ e C.

Zeigen Sie:
(a) Esist Ao P; = ({7 P
(b) Esistidy =Py +P1+-+-+ P,_1.
(c) Esist Pjo P, =0 fiir j # k, und P; ist ein Projektor: P; o P; = P;.
(d) Es ist

S
—

V = im(P;) und A(v) =¢/ -0 fiir alle v € im(P;).

~
I
=)
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Bitte geben Sie Ihre Losungen in Gruppen von bis zu 4 Personen ab wie auf moodle
beschrieben. Alle Antworten sind sorgfiltig zu begriinden.

Aufgabe 11.1 (10 Punkte). Sei A € Mat(m x n, K). Zeigen Sie:

(a) Die reduzierte Zeilenstufenform von A ist eindeutig: Sind Sy, S2 € GL,,(K)
zwei invertierbare Matrizen, sodass die Matrizen S; A fiir i = 1,2 in reduzierter
Zeilenstufenform sind, dann gilt S5 A = S, A.

(b) Es ist rk(A) < m genau dann, wenn man dabei Sz # 51 wéhlen kann.

Aufgabe 11.2 (10 Punkte).

(a) Priifen Sie nach, dass die Matrix

1 2 3 4
3 5 § 11

A = 2 0 5 6 € GL4(R)
-3 1 -7 -8

ist, und berechnen Sie mit dem Gauf-Algorithmus die dazu inverse Matrix.

(b) Berechnen Sie mit Gauf eine Basis des Aufspanns V = (vy,vq,v3,v4)r € R?

von
1 -3 2 3
I . 9 | -6 19
U1 = 21> V2 = -5 U3 = 21> Vg = 41
9 —20 4 13

und lesen Sie aus der reduzierten Spaltenstufenform eine Darstellung von V
als Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems ab.

Aufgabe 11.3 (10 Punkte).
(a) Sei U=R-u CV =R? die von u = (2,1)! aufgespannte Gerade.
e Geben Sie eine Gleichung an fiir die affine Gerade (a,b)! + U C V.
e Zeichnen Sie diese affine Gerade in den Féllen (a,b) = (—1,0),(1,0), (1,1).
e Fiir welche (a, 8) € R? ist die Abbildung
f: VU — R, (2,9)'+U — az+ By
wohldefiniert? Fiir welche ist sie ein Vektorraumisomorphismus?

(b) Sei Wy ={f: R =R |Va €[0,1]: f(z) =0} C W = Abb(R,R). Zeigen Sie,
dass gilt:
W/Wy — Abb([0,1],R).



Zusatzaufgaben

Die folgenden Aufgaben sind nicht zur schriftlichen Abgabe gedacht, kénnen aber
in den Ubungsgruppen besprochen werden.

Aufgabe 11.4 (keine Abgabe). Welche der folgenden Matrizen

A: B: ,C:

)

W N =

2
3
1

~ =3
OO =
O = 8
=N
N WO
o © ot
w w w

lassen sich zerlegen als Produkt von Elementarmatrizen? Bestimmen Sie in diesem
Fall jeweils eine solche Zerlegung. Wie erhélt man daraus die inverse Matrix? Zur
Erinnerung: Die Elementarmatrizen sind die in Zeilen- und Spaltenumformungen
auftretenden Matrizen

Si(a) = 1+ (a—1)-Ey,
Sij(a) = 1-|—Oz~Eij,
T; = BEy+Eji+ Y E
ki, j

Aufgabe 11.5 (keine Abgabe).
(a) Sei T C Mat(n x n, K) eine additive Untergruppe mit der Eigenschaft:
VAeMat(nxn,K),BeZ: A-B €Z und B-A € T.
Zeigen Sie, dass dann bereits Z = {0} oder Z = Mat(n x n, K) sein mu$.

(b) Sei ¢: Mat(n x n, K) — S ein Ringhomomorphismus vom Matrizenring in
einen beliebigen von Null verschiedenen Ring S. Zeigen Sie: ¢ ist injektiv.
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Bitte geben Sie Thre Losungen in Gruppen von bis zu 4 Personen ab wie auf moodle
beschrieben. Alle Antworten sind sorgféltig zu begriinden.

Aufgabe 12.1 (10 Punkte). Sei

_ (1234567 4
T=\5 42317 7

[=p}

Bestimmen Sie
(a) die Anzahl der Fehlstdnde von ¢ und das Signum sgn(o),
(b) die Zerlegung von o als Produkt paarweise disjunkter Zykel,

(¢) eine Zerlegung von o als Produkt von Transpositionen.

Aufgabe 12.2 (10 Punkte).

(a) Berechnen Sie die Determinante der Matrix
2 0
3 3
6 1
5 4

—_

€ Mat(4 x 4,7).

NN W o~
N U © N

Fiir welche Primzahlen p ist die Matrix A € Mat(4 x 4,F,), die man aus A
durch Reduktion der Matrixeintrédge modulo p erhélt, invertierbar?

(b) Sei B € Mat(n x n,Z), und sei p eine Primzahl, sodass die durch Reduktion
der Matrixeintrige modulo p erhaltene Matrix B € Mat(n xn,F,) invertierbar
ist. Zeigen Sie, dass dann B € GL, (Q) ist.

Aufgabe 12.3 (10 Punkte). Sei A € Mat(2 x n, K) und B € Mat(n x 2, K).

(a) Zeigen Sie: Fiir n > 2 ist det(BA) = 0.
(b) Geben Sie fiir n = 3 ein Beispiel mit det(AB) # det(BA).

bii  bio
bri bra /)’

Hint: Reduzieren Sie per Multilinearitéat auf den Fall sehr einfacher Matrizen.

(c) Beweisen Sie fiir beliebiges n € N die Formel

det(AB) = Z det (Z: Z;:) - det

1<i<k<n ’



Zusatzaufgaben

Die folgenden Aufgaben sind nicht zur schriftlichen Abgabe gedacht, kénnen aber
in den Ubungsgruppen besprochen werden.

Aufgabe 12.4 (keine Abgabe). Wir betrachten den folgenden Code:

7T 8 9 10 11
or s t wu

1 4 5
a i1

6
m

2 3
g h

Durch Permutation der Ziffern
e mittels 0 € &1 entstehe das Wort: Logarithmus,
e mittels 7 € &1; entstehe das Wort: Algorithmus.

Sei p = o o7 das Produkt der beiden Permutationen. Berechnen Sie sgn(pu).

Aufgabe 12.5 (keine Abgabe).

(a) Berechnen Sie die Determinante der Matrizen

0 1 1 1 1
1 2 3 1 01 11
A=12 51 und B=1[]1 1 0 1 1
2 79 1 11 01
1 1. 1 1 0
(b) Zeigen Sie
a?+1 ab ac
det [ ab *4+1  be =+ +2+1.
ac be A+1

Aufgabe 12.6 (keine Abgabe).

(a) Geben Sie eine Parametrisierung an fiir die affine Gerade £,, C R? durch

zwel Punkte
u = ( 1), v = <U1) e R2
U9 Vo

(b) Zeigen Sie

2 1 U7 U
Loy = ( 1) e R? ‘ det |1 v; ©v2 ] =0
T2
1 w1 W2

und interpretieren Sie ihr Resultat geometrisch.
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Aufgabe 13.1 (10 Punkte).

(a) Berechnen Sie die Determinante der Matrizen

230000 0
1230000
01 23000 “ZZZ
A=1]10012 300 undB:“b
0001230 “bcg
0000O0T12 3 a ¢
000001 2

(b) Fiir welche (a,b,c,d) € Z* ist B invertierbar mit B~! € Mat(4 x 4,7)?

Aufgabe 13.2 (10 Punkte). Sei V' ein Vektorraum iiber K. Ein Vektor v € V heifit
Eigenvektor eines Endomorphismus h: V' — V zum Eigenwert A € K, wenn v # 0
und h(v) = A - v ist. Zeigen Sie fiir Endomorphismen f, g € Endg (V):

(a) Ist v € V ein Eigenvektor von f o g zum Eigenwert A, so gilt:
e Entweder ist g(v) = 0.

e Oder g(v) ist ein Eigenvektor von g o f zum Eigenwert A.

(b) Im Fall dimg (V) < oo haben f o g und go f die gleichen Eigenwerte.

Aufgabe 13.3 (10 Punkte). Berechnen Sie fiir die Matrix

0 -2 —4
A= 2 5 7| € Mat(3x3,K)
-1 -2 -2

alle Eigenwerte A € K und Eigenriume ker(4A—\-1) C K? iiber folgenden Korpern:

(a) K =R,
(b) K =C,
(c) K =7)2Z.

Hinweis: Die Eigenwerte sind die Losungen A € K der Gleichung det(A—X-1) = 0.



Zusatzaufgaben

Die folgenden Aufgaben sind nicht zur schriftlichen Abgabe gedacht, kénnen aber
in den Ubungsgruppen besprochen werden.

Aufgabe 13.4 (keine Abgabe). Fiir A € Mat(n x n,R) sei A;; die Matrix, die aus A
durch Streichen der i-ten Zeile und j-ten Spalte entsteht. Die zu A komplementére
Matrix ist

A* = (aj;) € Mat(n x n,R) mit aj; = (—1)""7 - det(Ay,).
Berechnen Sie A* sowie det(A4) und im invertierbaren Fall die inverse Matrix A~!
flr

1 2 3
(a) A= (1 3 7],
1 2 4
c 1 1
(b)) A= {1 ¢ 1| mitceR,
1 1 ¢

(¢) A= (a;;) € Mat(n x n,R) mit der zu (b) analogen Form fiir beliecbiges n > 0,
also
c firi=jy,
iy = . .
1 fir i #j.

Aufgabe 13.5 (keine Abgabe). Sei V' ein K-Vektorraum. Fiir f € Endg (V) setzen
wir

f* = fo---of € Endg(V).
Zeigen Sie:
(a) Wenn f™ =0 fiir ein n € N ist, kann f nur A = 0 als Eigenwert haben.

(b) Wenn f2 + f den Eigenwert —1 besitzt, dann hat f3 den Eigenwert 1.
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Aufgabe 14.1 (10 Punkte). Gegeben sei die Matrix

2 -3
A= (_3 2) € Mat(2 x 2,R).

(a) Bestimmen Sie ein S € GLy(R), sodass S~tAS eine Diagonalmatrix ist.

(b) Leiten Sie hieraus eine Formel fiir A™ mit n € N ab. Folgern Sie, dass der

Grenzwert
m

exp(4) = n}gnoo Z L.oAr

n=0

in Mat(2 x 2,R) existiert, und berechnen Sie diesen Grenzwert.

Aufgabe 14.2 (10 Punkte). Sei V ein Vektorraum iiber K mit dimgV < co. Zeigen
Sie, dass fiir Endomorphismen f € Endg (V) folgende zwei Aussagen dquivalent
sind:

(a) Es gibt eine Basis B, in der f dargestellt wird durch eine obere Dreiecksmatrix,

also
MB(f) = (aij) mit a;; = 0 fir alle i > j.

(b) Es gibt eine Kette von Untervektorraumen

{0}=VCViC- CV,=V mit f(Vi) C Vi und dimgV; = i.

Aufgabe 14.3 (10 Punkte). Gegeben seien die Matrizen

100 3 -1 2 2 3
A =2 3 0], A, =[-1 3 o), 43 =0 1 -2
45 6 -1 5 0 01 1

Fiir welche dieser Matrizen A; € Mat(3 x 3,R) existiert eine Matrix S € GL3(R),
sodass S~1-A4;-S...

(a) eine Diagonalmatrix ist?
(b) eine obere Dreiecksmatrix ist?

Geben Sie in diesem Fall je ein solches S an (Sie miissen dazu S~! nicht berechnen).



